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A b s t r a c t

In t h i s P aP
e r

we
a r e e o n e e r

en d w i t h t h e m o d迅 e d e o nj u g at e d i r e e t i o n m et h o d

fo r e o m p u t i n g t h e p s e u d o i
ven

r s e

勿
u s i n g a n o r t h o g o n al b as i s o f t h e r

an ge s p ac e

o f A
.

N u m e ir e al r
es

u l t s s h ow t h a t t h e n e w m e t h o d r e t ia n s s

om
e m al n

ad
v a n t鳍 es

i n t e r m s o f e iff e i e n e y a n d a e e u r ac y
.

1
.

I n t r o d u e t i o n

T h e m e t h o d o f l e as t s q u ar e s 15 a s t a n d ar d t o o l fo r s o lv i n g P r o b l e m s s u
hc as e o llt olr

,

s tat e e

vaj
u at i o n a n d i由nt i if e at i o n [2]

.

T h e l in e ar l e as t s q u ar e 班比 l e m 15 d e if n e d as t h e

m i n im i z at i o n o f t h e n o r m o f t h e r e s id u al ve e t o r

m l n

不

“xA
一
毗

w her e A 任 R m x 介 w i t h r a n k k
,

b 任 R m 15 a r e al ve c t o r t o b e

15 a er a l v e c tor
.

(1 )

aP rP ox im at e d
, a n d 劣 任 R

介

C o n ne e t i n g w i t h t h
e l i n e ar l e as t s q u a r e s p r o b le m (1 )

,
t h e e o m p ut at i o n o f t h e p s e*

do ivne
r s e o f A 15 a l s o q u i t e e o m m o n in t h i s e o nt e xt

.

A r e a l n x 仇 m at r i x G 15 e al l e d

the P s e u d o i
vne

r s e o f A i f G s at i s if e s t h e
fol low i n g e o

dn i t i o n s :

( i ) A G A = A
,

(2 )G A G = G
,

(3 ) (A G )T = A G
,

(4 ) (̀ A )
T = e A

,

(2 )

a n d e a n b e w r i t t e n as

A + = G
.

Thsu
, t h e l e as t s q u ar e s s o lu t i o n o f t he m in im u m n o r m o f p or b l e m ( 1 ) is

x 二 A + .b (3 )

Th is s o lu t i o n i s u n iq u e w h e t he
r t h e P r

ob le m 15 e o sn i s t e nt o r

on t
.

In t h i s Pap
e r , a e las

s o f e o nj u g at e
d i r e e t i o n m e t h o d fo r co m P u t ign t he P s e u d o i n

-

ve sr e 15 e o n s id e r e d
.

T he g ive n m e t h o d r e q u i r e s le ss e o m P u t at fo n a l wo
r k a n d h as o t h e r

ad va nt ag se
.

.

eR
e e i ve d J lu y 2 5

,

199 3
.
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一

X l

T h r o u gh o u t t h i s p即
e r ,

l e t R (
·

)
,

N (
·

)
s t an d fo r t h e r a雌

e s p a e e a n d t h e n u l l s p a e e

o f a m a t r i x
, r e s p e e t ive l犷 R ( x ) 1 d e n o t e s a n o r t h o g o n a l e o m p l e m e

nt
o f R (

·

) a n d l{
·

lj
t h e E u e l id i a n v e e t o r n o r m

.

2
.

T h e C a s e o f t h e lF i l l R a n k M a t r ix

I n t h i s s e e t i o n

we ar e e o n e e r n e d o n ly w i t h t h e s i m P l e s t e as e t h a t A 15 a n 饥 x

m s y mm e t r i e p o s i t ive d e if n i t e m at r i x
.

L e t ve
e t o r s P i , 夕2 ,

…
,
P。 任 R m b e m u t u a l ly

e o nj u g a t e ,
i

.

e
.

p矛、 一

{
0

,

d ` 尹 0
,

乞另关

乞 = 夕

U s i n g t h e s e v e e t o r s ,

we
e a n e

as i l y o b t a i n t h e s e q u e n e e o f m a t r i e e s

民 = 丁一落一毛弄
一

当机
.

j = 1

D u e t o t h e e o llj u g ac y o f ve
e t o r s p l , p Z ,

…
,
p。 ,

we h vae

认八马 = jP
,

J 丛丸 (4 )

a n d

G 、 A巧 = o
,

j > 乞
.

(5 )

I n Par t i e u lar
,

fo r 乞二 饥
, t h e m at r ix G m s at i s if e s

G o A马 = 马 (6 )

0 r

(G o A 一 )I 马 = 0
,

j = 1
,

2
,

…
,

.7n

S i n e e v e e t o r s P i , P Z ,

…
,
P o ar e li n e ar ly i n de P e n d e

nt
,

i t fo l low
s t h a t

G o A = I

a n d

G 。 = A 一 1
.

O b s e r
ve th a t t h e s e q u e n e e o f m a t r i e e s G 、 ,

坛= l
,
2

,

…
, 。 ,

ar e g e n e r a t e d 饰 t h e
fo llow i雌

r e l a t i o n :

G 。 一 。 ,

G ` 一 G `一 十

嗒
·

(7)

S u m m a r i z i n g ,

T h e o r e
m 1

.

we h va
e
[3 ]

L e t A 任 R饥 x m be a s夕?n 二 e t ir e P o s乞t乞v e d幼 n乞t e m
a t r 乞:

.

a 、 e亡 of
v e e t o : 5 p l ,

P Z ,
·

c o s G o ,

G i ,

…
,

G 。 〔

· ’
, P。

R 7’n x 爪

任 R爪
, 叨从 c h

g o n e m t e d b ,

a r e

艺h e

二肠亡u a l l女 c o
nj 叩

a云e , a o d th e

G乞彩e朴

m a才.ir

r e C牡 r 7
,

已几 C e 二l a t葱o n (7 )
,

亡h e n G ; ,

艺二



A M o d ifi e d C o

nj
u g a t e D i

r e e t i
o n M

e t h o d fo r C o m P u t i n g t h
e P s e

ud
o i
nve

r s e 1 8 7

m
, 、 a t i吻 t人e 。

妙二
。 s ` o n s

(4 )
,

(5 )
,

(6 )
a n d以

A

一
G m 一

馨丫
,

吸 一可、
`

·

(8 )

In fa
e t ,

l e t

尸 = 沙
1 , p Z ,

…
,

际」任 R仍 x m
.

Due t o th e e o nj u g ac y o f ve e t o r s 夕i , 尹2 ,

…
,

知
,

we h va
e

尸 T A 尸 = id ag (d
l ,

d Z

嘛 )
.

Sin e e ve c t o r s P i , 尹2 ,

…
, 尸m a r e a l s o l i n e a r ly i n d e P e n d e nt

,

i t fo l low
s t h at

(尸 T A尸 )一 ` 二 尸一 ` A 一 `尸一 T =
ida

g (d l ,

而
, 二

It 15 e

hy i o u s s e e n t h a t A 一 1 s a t i s if e s

了n

A 一 ` = 尸 id ag (d
l ,

d Z ,

…
,

娠 )
一 `尸 T 一艺 (9 )

云= 1

Th is 15 t h e e x p l i e i t fo r m u l
a g e n e r at e d 饰 th e ve

e t o r s P i ,

尹2 ,

…
,

夕。 ,
w h i e h ar

e m u t u a l ly

eo nj
u gat e ,

fo r if n d i n g t h e i
ven

r s e o f A
.

If th e m a t r i x A 15 s i n g u lar o r n o n
一 s q u ar e , t h e n t h e r e 15 n o i

ven
r s e m at r i x i n t h e

ge n e r a l
s e n s e

.

B u t t h e r e al w a y s
ex i s t s t h e p s e u d o i

ven
r s e A + d e if n e d 勿

e o n d i t i o n (2 )
.

eH
r e ,

we
s h a l l co

n s ide
r t he case

o f fu l l co lu m n ar n k
,
i

.

e
.

,
A 〔 R m x n a

dn ar n k

(A) = n
.

s i n e e t h e m at r i x A 〔 R m x n 15 o f fu l l e o lu m n r a n k
,

we
c a n if n d a n o r t h o g o n al

bas i s o f R (A )
a n d as s u m e i t t o b e o f t h e fo l low i n g fo r m :

c1 = 助
1 ,

c2 = 助
2 ,

…
,

侃 二 助
。

.

nI o th e r

wo
r d s , t h e

ve
e t o r s 尹i , 尹2 ,

…
,
p 。 ar e

mu
t u al ly e o

nj u g at e w i th r e s p e e t t o A T A
,

e
.

,

和
T

、 一

!
0

,

t }}
e `
日
“

云尹么
(1 0 )

i 二 .j

s访
e e

AT A 15 n o n s i n g u l a r ,
i t fol low

s fr o m t h e : e s u l t s d e s e r ib e d 曲 voe
t h at

(A T
助

一 ` 二今鱼过
一

艺~ J 日。
.

112
心_ 1 ! }̀ 乞 11

o n th e o t h e r h a n d
, t h e p s e u d o i

ven
r s e A + e a n b e d e n o t e d as

A + = (A T
助

一 I A T
.

He n e e t h e p s e u d o i
ven

r s e A + g e n e r at e d 场 t h e
ve

e t o r s p i , 尹2 ,

…
,

纵 15

A 、 _

瓷呵瞿
_

全丫 }}q }}
z

畜
-

几

n _ ~ T

甲 里竺主

分 }}刻
“

B as e d o n t h e

ab o v e d i s e u s s i o n ,

we h vae
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一

刀

T h e o r e m 2
.

L e t A 任 尺m x n b e of 扣11 e o l。。 n 、 。 k
,
坛

.

e
.
, 、 。 k扭 )二

。 , a o d o e e
·

艺。 ” P i ,

P Z ,

…
,

入 be

夕e 几 e m t e d b , p i ,
p Z , 二

仍 u 艺“ a l l岑

.
,

P九 C口几

e o可姆 a t e w ` t入咫即 e c t t o A T A
.

几
e ” t入。 p s e 肠 d o 。̀ 。 e ” 。

b e e

xP 化
s s e d a s

嘴.上,土

2
q

A十 =

云二 1

fI w e s e t

C 二 !急!!cl l!
} 任 R m X 几

a n d

t he n A+ e
an b e d e

on t e d as

P 二
P 1

【商

侃
, ’

j ,气 ,I

入
, ’

11侃 11

A十 二 尸 C
.

{ 任俨
x n

T h a t 15
,
i f we hvae ob t ia n e d an

o r t h o g o n al b as is o f R (A )
, e l == PA

I ,

…
,

侃 = 助
” ,

tha n

t h e sP e u d io n v e r se e an b e ge n e r at e d 勿 t he fo l low i n g r e e ur r e cn e r e l at i o n :

G o = 0
,

_ ~ T
_ 刃右 C夕

行公二 廿泣一 1 + 万一下花
.

, 乞 = 1
一乙 ,

”
’ s

几 ,

一
书

一
子
一

l ’

11 ,
.

112
, 一 ~ , 一 , , ’ 一 ,

l!c ` 11
`

A 十 二 G 。

W七 e an al so m a k e an an a lo g o us d is e u ss i o n w h e n A 15 o f ful l r

ow
r

an k an d o b t ia n the

fo l low i n g r e s u l t
.

T玩
o r e

m 5
.

石e云A 任 丑m x “ b e
of 扣 12 o w ar o k

, a 。 ` 。` = A T几
,
葱= i

,
2

,

…
, 。 ,

加

a o o 代h四
o o a l ba ,葱。 of R (AT )

.

hT
e n th e p s e o d o 葱。 。 e o e

of A e a n ` e 、 丙 t t e o a s

islljI
A十 二 (12)

诬= 1

rF o m t h e
ab voe d i s e us s io n ,

i t 15 s e e n t h at
,
i f an

o r t h o即n al b as i s o f R (A )
, ` 二

PA
` ,
葱= 1

,
2

,

…
,
n

,
h as b e e n o b t ia n e d

,
t h e n t he r e e u r r e n e e e

却
r e s s i o n o f t h e p s e u dio n

.

ve r se A + 罗 n e r at e d 勿 p i ,
p Z ,

…
,

p o h as a s p e e ial fo r m
.

T he p r o b le m t o b e s o l v e d 腼
15 h ow t o o b t ia n t h e m u t u a ll y e o nj u g at e ve

e t o r s 夕i ,
P Z ,

…
,

纵 fo r a g ive n m a t r议 A of

fu l l e ol u m n r a n k
.

nI p ar t i e u lar
,

we
e an 比 o os

e a s e亡 o f ve e亡
二 叭

,

勿
,

…
,

振 6 R n

汕 Ihc aer iln aller
In d e p e n d e nt

.

T he n ,
b e g i n iw t h ve e t o sr A o i ,

…
,
A 、 t o d e t e r m i n e t he vce t osr

e i ,

一
, `

an d p i ,

…
,

纵 衍 t he fo r m u las

e i 二 A 刃 i ,
P i = ” i ,

2C = A v Z 一 Q Z i e i ,
P Z = ” 2 一 。 Z I P i ,

c3 = A” 3 一 a 3 i e i 一 a 3 2 e 2 ,

勿 = ” 3 一 a 3 i P i 一 a 3 2勿
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A oM diife d C o
nj

u g at
e D ir e c t io n

M et ho d for C o m p ut i n g t he P se ud
o i n

v
er se

adn at t h e 葱
一

t h s t e P

感一 1

c ` 一 A 。 ` 一
艺

a o cj
,

几 一 。 -
a 云J jP

,
葱= 1

,
2

,

…
, n ,闪艺=1j

j = 1

帕eer
,

fo r
j = 1

,
2

,

…
,
乞一 1

,

。 勺 =
好尸cj

}}勺 }1
2

’

几 is e

娜
t o ve

r i fy t h at t he ve
c t or

s c i ,

屯
,

…
,

侃 任 丑饥 ar e m u t u a l ly or t h o g o n al a n d
,

, l
,

…
,

几 〔 R ”
ar e m u t u a l ly e o nj u g at e w i t h r e s p e e t t o A T A

.

W h e n a s e t o f o r th o g o n or
-

m al ve e t o r s e i , e Z ,

…
,

侃 15 fo u n d
, t h e m e t h o d d i s e u s s e d a b

voe
15 e l o s e

ly
r e l a t e d t o e las i-s

cal G r a m
一

S e h m id t (C G M ) o r t h o g o n al i z at i o n
.

I n t h e s p e e i a l e as
e v ` = e 、 ,

乞= 1
,
2

,

…
, 。 ,

it 15 a

lgo
r i t m i e a l ly e q u i va l e nt t o t h i s

, t h e o n ly d iffe
r e n e e 15 t h at p = 巨

1 ,
p Z ,

…
,

入 }
15 e xP li e i t ly e o m P u t e d

.

T h e e las s i e a l G r a m
一

Shc m id t o r t h o g o n a l i z at i o n an d i t s m o d i if
-

cat i o n hvae b e e n s t u d i e d e x t e n s ive ly ll ]
.

I t 15 we l l k n ow
n i n g e n e r

aJ t h at t h e m o d i if e d

G
r a
-m S e h m id t (M G S )

o r t h o g o n al i z a t i o n h as b e t t e r n u m e r i e a l r e s u l t s t h an t h a t o f t h e

CM S a n d 15 o f gr
e at im P o r t a n e e i n im P r

vo i n g e o m P u t at i o n a l a e e u r ac .y B as
e d o n t he

MGS fo r e o m p u t i n g an
o r t h o n o r m al b as i s o f R (A ) a n d ve e t o r s p l ,

勿
,

…
,

几 w h i
e h ar e

mut
u al ly

e o nj u g at e ,

节几 e o n s id e r t h e fo l low i n g s
hc

e m e
.

T h e e o m P l e t e al g o r i t h m 15 th e n

1
.

G ive A 任 R仇 x n w i t h r a n k (A ) = 。 a n d s e l e e t 0 ve
e t o r s v l , v Z ,

…
,

、 任 R ” w h ihc
缸 e l in e ar ly i n d e P en d e nt

.

2
.

f b r m

e = {
e l , e Z ,

…
,

侃 }

尸 = 沙
1 , p Z ,

…
,

入1

== [A
v i ,

A v Z ,

…
,

A 。 。
1任严

x n

= v[
1 , v Z ,

…
, v 。

} 任 nR
x n ,

G = 0 任 R 几 x 汛
.

3
.

OF
r 乞= 1 : 几 d o

c` = C (
: ,

乞): 几 = p (
: ,

葱): a 、 = s q r t (弓
* q ) ; 几 = q /。 ` ; 几 = 几 / a * ; G ==

G+ 几
* e

: ;

oF
r k = 乞+ 1 : n d o

口 = c` *

c(
: ,

哟; c(
: ,

脚 = c(
: ,

哟一 口
* 氏 ; 尸 (

: ,

k ) 二 尸 (
: ,

k ) 一 口
* 几

e n d ;

e n d
.

N u m e r i e a l r e s ul t s s h ow t h at g e n e r a ll y t h e a lg o r i t h m a b voe h as go o d un m e r i e al

b出va i o r

an d r e q u i r e s s

ub
s t a n t iall y l e s s

wo kr
,

3
.

R a n k D e if e i e n t P r o b le m s

It 15 ne
e e s s ar y t o e o ns id e r t he

e

ase
o f t h e r

an k d e if e l e nt m at r ix fo r
co m p u t i n g a

l畔u do ivn
e r s e ,

th at 15
,
t h e m at r i x A 任 R m 义 “ a n d r a n k (A ) = 尹 < m i n (饥

,
n )

·
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F i r s t
,

we h a v e

L e m m a 1
.

fI A 〔 R m x 几 a o d r a n k (A ) 二
r ,

th e n th e , a lo a脚 xe `、 t r l该n e a
lyr

坛几 d印
e n d e n云 ” e e云o sr P i ,

… P
, , s 廿 e h th a t

「O
,

对
’

A 笙
’

通马 = 寸
L笋 0

,

葱尹 j,

乞 = 了

hT
a老` s , 亡h e er a lw a , 5 e x该s t : m二云二 a l l, e o

可。夕 a t e o e e t o sr 尹 i ,

…
,
夕

, 切葱th , 即
e e忿 t o A T A

.

尸 ,刁
of I n as m u e h a s r a n k (A ) =

二 , t h e r e a lWa y s

ex i s t r m u t u a l ly o r t ll 0 g 0 n a l ve
e t o sr

c i , ”
·

, c , t o fo r m a n o r t h o g o n al b as i s o f R (A )
.

O n t h e o t h e r
h an d

, s in e e

q 〔 R (A )
,

乞二 (14)

t h e r e

xe i s t v e e t o r s P ` 〔 砂
,
乞= 1

,

2
,

…
, r , s u

hc

1
,

2
,

…
, r ,

t h狱

c ` = PA
` ,
乞= 1

,
2

,

…
, r

·

(1 5)

eH
n e e ,

i t fo l low
s fr o m t h e o r t h o g o n a li t y o f e ` ,

坛= 1
,
2

,

…
, r ,

t h at t he ve
e t o r s 尹i , 夕2 ,

…
,
p

r

a r e

mu
t u al ly

e o
nj gu at e a n d l i n e a r

ly i n d e P e

dn
e
nt

.

S u p p o s e t h a t a s e t o f
mu

t u al
e o
nj u g a t e ve e t o r s p l ,

…
,
尹、

,
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